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Abstract 
In this rnanuscript， we study analytic properties of zeぬ functionsdenned by the 












できる.([H1] ， [HW]を参照)• 
実は3 開じような考察は既に 1987年に黒jI!信重氏によって 3 リーマンゼータ関数に対
して行われている.実擦にでは3 素数全体ではなく p 平方因子をもたない dに対し
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て=1 (または="-1)なる素数pに関するオイラー積で定義されたゼータ関数が
{R出>で解析接続され3 しかも Res= 0で自然境界をもつことが王手されている@
本文ではB もっと一般に3 オイラー積で定義され，全平面iこ有理型に解;祈接続されるゼー
タ関数iこ対して部分ゼータ関数を定義しラその解析性に関する考察を行う@まず TheoreUl





宣 言E号。コ準構 F および主結裏
Pを無l現可算集合としヲ N:P→i窓引をある d>Oに対してI:PEP く∞をみた
すような写像とする p また3 簡単のためことではinf{d>0 I く∞}= 1と
しておく.このような(Pぅに対して9 ゼータ関数台(3)




?x1こ， Gを有限群， GをGの有限次元既約ユニタリ表現とし 3 写像SO: P -)-Conj(G) 
と表現ρεGに対して，L関数を
L~G)(s ， p) = Lp(叩):= n det(1 -ψ(p))N(pts)-l Res > 1 
pEP 
と定義し，pヂ1のときに， (iヲ)Lp(s，p)は{Res2: 1}でnor日 eroholomorphicぅ Lp(s，
は全譲素平田Cに有理型に解析接続される， と仮定する.
以上の設定の下で，Pn(G) =凡:={p E P I ~(刊の G での位数が n} と定義しこの
部分集合に対して2 部分ゼータ関数を以下で定義する.






































と記述すると， (2.2)から 2 帰納的に次の式を得る.
f( S )qrニ Ig( qi S )qr-i-l 
定義から，は全平面で有理型で，f(qrs)は{Res> li qT}でilon-zeroholornorphicな
ので，J(s)qrが{Res> liqr}で有理型であることがわかる.
ここで，g(s) = (p(s)qiZp(s)なので2 関数g(8)は{Res> 1}で nOil-zeroholomorphic 
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まず， Aをg(3)の{OくRe3< 1， 1m3 > O}での特異点の集合とし， m(σ)をσεAの位数
(ただし， σが櫨のときはm(σ)を負値でとる)とする，集合口を臼:={q-kσ10ε A，k;:: O} 
とおくと， (2.3)より f(3)のく Re3く1}での特異点の集合は日の部分集合であること
がわかる.ここでσεAに対して， [σ]をある kEZに対して a'= lσεAとあらわさ
れるAの元の集合とし，Mq(σ)::工σ'E[σJq一km(σ')，Aq:= {[σ1 c A I Mq(σ) # O}とおく
と3 部分ゼータ関数の解析性に関して次のことがわかる。
Theorem 2.2. Aqの元 σ0，σbσ2ぅ・ 8 ・を σ4チぴJ(iチで虚部品:=Imσiがo< si S 





然境界をもたない3 つまり 3 ある定数Tl，T，J > 0 (T2 > T1)が存在して， 1f:意の3ヲk三。
に対してsjq-k<九またはsjq-k> T1をみたす，と仮定するーそして，T > 0 iこ対して





q-k(sJ(k)+l -sJ(k)) >九一色>O. (2.4) 
という評価を得るーしかしながら， (烏)lj→ 1より
sj+1 -sj =列島) as j→∞ 
なので，
q-k(sJ(k)+l -sJ(k)) = q-ko(sJ(k)) < q-ko(丸山ニ0(1) as k→∞・ (2.5) 
とも評価される.これらの2とおりの評価(2.4)と (2.5)は互いに矛属するためp 証明の冒
頭の仮定が誤りであり 9 部分ゼータ関数が自然境界をもつことがわかる。 口
Remark 2.3.上述の議論は，Gが素数位数の巡回群の場合にだけ行われているが3 一般
の有限群の場合にも Theoreη7， 2.1や 2.2のような結果を得るのは決して難しくはない.た
とえば3 相異なる素数ヲ1ぅq2に対して#G= QlQZであるとき 9 次の等式が得られる a
C九1匂 (qlq2S )(Pq1匂 (s)mzLG)同(p(s)制 2
(Pq! q2( ql3 )吋Pq1q2 (Q2S )ql -zWi) (3 )q2 Z~H2) (s )ql ' (2.6) 
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ここで，HIJHZはそれぞれ位数が qlヲ曲のGの部分群である固なので， (2.6)で
(Pq一(s)q2 


















ことから， b(りが条件ぷi)をみたすことがわかる.また，G:= た)， <pをブロ
ベニウス置換とすると，L関数たちが条件(i')うがりをみたすこともよく知られているロさ
らに， Artin factorization for血 L白から，Zp(S)が次のように本質的に Kに関するデデキ
ントゼータ関数であることもわかる.




Claim 3.1. Gを素数位数qの巡回群とする.このとき，(pq(s)は{Reo9> O}に解析接続






















Prool m = 1の場合は， [Fu]において証明されている.一般の間三 1に対しでも， [BP] 
の結果を用いることでこの補題を証明することができる岳 口
Le:rnma 3.20 









ここで，CM > 0はM→∞に対して=1 -O(M-2)なる定数である.
Lemma 3.3. ([Mo}) L(8)をディリクレL関数とするーこのとき， 0 <α< 1/2に対して
次が成り立つ.
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が成り立つことがわかる。なので，MをC+ CM > m となるように十分大きくとるこ
とで3
て"""" c牛CM-mT 











f2q :=#{σE 10 < Imaく T}> I(T) -2ン円(qIT)= O(Tlog T) 
1>1 
であることがわかる@以上より， Theorem 2.2での条伺二が満たされ3 部分ゼータ関数が
Res = 0で自然境界をもつことがわかる. 口
3，2 セルパー 夕、(Jし工 ゼーうま関数の場合
阻を穣素上半平面， fをXr= f¥日の体積が有限であるようなSL2(JR)の離散部分群と
する.また P= Prim(r)を Fの素な双曲的共投類，N(p)をPE Prim(f)の固有値の大
きいほうの 2乗とする e このとき， (p(s)はセノレバー グ(ノレエノレ)ゼー タ関数
的 ):z 日 (1-N(ptst1 Res> 1 
pEPrim(r) 
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になり 3 条件(i)と(i)をみたす ([He]を参照) • 
ここで， rの指数有限な正規部分群r'をとり， G = r/r'とし，cpをCo吋(r)から Conj(G)
への自然射影とする.すると，L関数たちは条件(i')と (i)をみたすE このとき， [VZ]か
弘次が成り立つことがわかる@
Zp(s) =や(s):=日 (1-N(p)-st1 Res> 1 
pEPrim(r') 
このようなセルパーグゼータ関数に対して3 部分ゼータ関数はtxの性質をみたす.
むlaim3.2. Gを奇素数位数qの巡回群とする e このとき，(Pq( s)は{R四>に解析接
続される。また， rとr'がともにSL2(引の合間部分詳であるとき，(Pq{ s)はRes= 0で
自然境界をもっ.




A = {1/2 + >ザ4}UU{σIL(20-， XI) =いく Reσ<1/2， I血 (σ)> O} 
1=1 
がわかる ここで，入3ニ 1/4十??はXr上のラプラシアンのj番目の酉有値3 刊をんの重
権度，hrはXrのカスプの{因数，そして， χ1γ .，Xhp はFによって定まるディリクレ指標
である。このことからヲデデキントゼータ関数の場合と同様に， q> 2の場合にTheorem
2.2の条件がでみたされ， Claim 3.2が成り立つことを確認することができる. 口
Remark 3.4. XrとXfがともにコンパクトリーマン面のときは， A = {1/2 + irj}で
て-.， vol(Xr) rn2 // rj 一 一一一ムJ 川 VJ 4πA ，山J "" log rj 
IrjlくT





Iml(σ) -m2(σH>> THo (3.1 ) 
なる()> 0が存在することが示せれば，部分ゼータ関数がRes= 0で自然境界をもつこと
を証明できる. しかしながら 3 今のところセノレバーグゼータ関数に対して Lemmα3.1や
(3.1)のような結果は得られていないので3 ここではコンパタトな場合の部分セ/レバーグ
ゼータ関数が自然境界をもつかどうかを結論付けることはできない.




できた3 との報告を行いましたが， Remark 3.4で述べたようにE 証明は不完全であるこ
とがわかりましたので3 お詫びするとともに訂正をさせていただきます。
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